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Стаття присвячена дослідженню значення математичного моделювання епідемічних процесів під час форму-
вання професійних компетентностей майбутніх магістрів фармації. Розкрито особливості застосування моделей 
SIR та SEIR у навчальному процесі магістрів фармації Національного медичного університету імені О. О. Бого-
мольця. Наведено практичні завдання для здобувачів вищої освіти з моделювання динаміки епідемії на осно-
ві SIR-моделі. Виконання запропонованих завдань передбачає використання системи комп’ютерної алгебри 
Mathcad 15 і середовища програмування Python, що спрямовані на формування аналітичних та практичних нави-
чок. Також описано етапи роботи з дослідження впливу вакцинації на ключові характеристики епідемії, зокре-
ма максимальну кількість інфікованих, тривалість та загальний рівень захворюваності. Задля демонстрації май-
бутнім магістрам фармації ефективності профілактичних заходів побудовано графіки необмеженої епідемії (без 
вакцинації) та епідемії за різних рівнів вакцинації. Виокремлено аспекти, пов’язані з формуванням професійних 
компетентностей здобувачів вищої освіти спеціальності 226 «Фармація».

Метою проведеного дослідження було вдосконалення професійних компетентностей майбутніх магістрів фар-
мації шляхом використання компартментних моделей як інструмента для аналізу та прогнозування епідемічних 
процесів. Для досягнення мети використовувались такі методи дослідження, як аналіз науково-педагогічних дже-
рел, математичне моделювання, програмування та графічна інтерпретація результатів.

Значна увага приділена необхідності інтеграції теоретичних та практичних занять у навчальний процес, вико-
ристанню сучасних засобів комп’ютерної математики для розв’язання прикладних задач епідеміології. Практична 
робота з математичними моделями сприяє розвитку аналітичного мислення, формуванню навичок керування епі-
демічними процесами та прийняття обґрунтованих рішень у фармацевтичній практиці. Вивчення комп’ютерного 
моделювання сприяє формуванню професійних компетентностей майбутніх магістрів фармації, передбачених 
освітньо-професійною програмою, які необхідні для ефективного прийняття управлінських рішень у сфері охо-
рони здоров’я та забезпечення високого рівня фармацевтичного супроводу під час поширення епідеміологічних 
загроз.

Ключові слова: моделювання, професійні компетентності, епідемія, компартментна модель, SIR та SEIR 
моделі, MatCad, Python.

Stuchynska Nataliia, Andriichuk Mariia, Mykytenko Pavlo. The importance of SIR and SEIR 
mathematical models in the formation of professional competences of future pharmacy masters

The article is devoted to the study of the importance of mathematical modeling of epidemic processes in the formation 
of professional competencies of future masters of pharmacy. We revealed the features of the application of SIR and 
SEIR models in the educational process of masters of pharmacy at the Bogomolets National Medical University. Was 
presented practical tasks for higher education students on modeling the dynamics of the epidemic based on the SIR model. 
The implementation of the proposed tasks involves the use of the Mathcad 15 computer algebra system and the Python 
programming environment and are aimed at the formation of analytical and practical skills. Also, described the stages of 
work on studying the impact of vaccination on key characteristics of the epidemic, in particular, the maximum number 
of infected, duration and overall incidence rate. In order to demonstrate to future masters of pharmacy the effectiveness 
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of preventive measures, was constructed graphs of an unlimited epidemic (without vaccination) and an epidemic with 
different levels of vaccination. We highlighted aspects related to the formation of professional competencies of students 
in specialty 226 “Pharmacy”.

The aim of the study was to improve the professional competencies of future masters of pharmacy by using 
compartment models as a tool for analyzing and predicting epidemic processes. To achieve the aim, the following research 
methods were used: analysis of scientific and pedagogical sources, mathematical modeling, programming and graphical 
interpretation of results.

Considerable attention is paid to the need to integrate theoretical and practical classes into the educational process, the 
use of modern computer mathematics tools to solve applied problems of epidemiology. Practical work with mathematical 
models contributes to the development of analytical thinking, the formation of skills in managing epidemic processes 
and making informed decisions in pharmaceutical practice. The study of computer modeling contributes to the formation 
of professional competencies of future masters of pharmacy provided for by the educational and professional program, 
which are necessary for effective management decision-making in the field of healthcare and ensuring a high level of 
pharmaceutical support during the spread of epidemiological threats.

Key words: modeling, professional competencies, epidemics, compartmental model, SIR and SEIR models, Mathcad, 
Python.

Постановка проблеми. Розвиток медичної та 
фармацевтичної освіти нерозривно пов’язаний 
з активним впровадженням цифрових техноло-
гій. Як зазначено в роботах [3; 6; 7], у сучасних 
умовах зростаючої конкуренції та технологічних 
змін фармацевтичний ринок вимагає від магістрів 
фармації глибоких теоретичних знань та практич-
них навичок, які даватимуть змогу адаптуватися 
до швидкозмінних умов професійної діяльності. 
Комп’ютерне моделювання є одним з важливих 
інструментів дослідження та моніторингу, які 
використовуються для розуміння біологічних 
явищ. Актуальність розгляду цих питань посилю-
ється в контексті заходів щодо реалізації ініціатив 
Міністерства охорони здоров’я (МОЗ) України. 
Так, у лютому 2024 р. МОЗ України презентувало 
Рамку цифрової компетентності працівника охо-
рони здоров’я [5], яка була створена у співпраці 
з Міністерством цифрової трансформації, Мініс-
терством освіти і науки і Національною службою 
охорони здоров’я України за сприяння Агентства 
США з міжнародного розвитку (USAID) «Під-
тримка реформи охорони здоров’я» [10].

Окреслена проблема набуває особливої акту-
альності в контексті підготовки магістрів фарма-
ції, які завдяки знанням з комп’ютерного моде-
лювання матимуть можливість прогнозувати та 
аналізувати поширення епідемій. Щоб боротися з 
епідеміями, тобто вчасно вживати тих або інших 
медичних заходів (карантини, вакцинації тощо), 
необхідно вміти порівнювати їхню ефективність. 
Звідси виникає необхідність у побудові моделей, 
які могли б служити цілям прогнозу. Математичні 
моделі SIR та SEIR дають змогу моделювати 
різні сценарії розвитку епідемій та можуть бути 
успішно реалізовані за допомогою комп’ютерного 
моделювання. В медичному університеті імені 
О. О. Богомольця до складу практичних занять з 
дисципліни «Комп’ютерне моделювання у фар-

мації» входить тема «Моделювання епідемічного 
процесу з використанням СКМ. Математичні 
моделі (компартментна модель SIR та SEIR) для 
контролю інфекційних захворювань». Застосу-
вання цих моделей дає змогу здобувачам вищої 
освіти засвоїти практичні навички, що пов’язані 
з аналітикою та розробленням антикризових пла-
нів для оперативного реагування на епідеміоло-
гічні ризики.

Аналіз публікацій з теми. У своїх працях 
науковці [2; 3; 6; 7; 8] акцентують увагу на тому, 
що сучасний ринок фармації в Україні вима-
гає від професіоналів не тільки високої фахової 
кваліфікації, але й різноманітних загальних ком-
петентностей (соціального, інструментального, 
науково-дослідницького спрямування), які мають 
бути гармонійно вбудовані в їхню професійну 
підготовку. Аналіз науково-педагогічної літера-
тури підтверджує також потребу більш широкого 
використання сучасних інформаційних техно-
логій у підготовці фахівців у галузі фармації та 
свідчить про важливість впровадження методів 
математичного моделювання у навчальний про-
цес, оскільки їх використання дає змогу значно 
покращити розуміння здобувачами вищої фарма-
цевтичної освіти складних біомедичних процесів 
[6].

Теоретичні основи епідеміологічних моделей 
SIR було закладено англійськими математиками 
В. Кермаком та А Маккендріком. У дещо спро-
щеному, адаптованому до потреб підготовки май-
бутніх фахівців галузі охорони здоров’я подано у 
навчальному посібнику [11]. У моделі Кермака-
Маккендріка умовно виокремлюють три групи: 
тих, хто може захворіти; хворих; тих, хто оду-
жав або має імунітет. В подальшому такі моделі 
отримали назву SIR-моделі (Susceptible Infected 
Recovered). В SIR-модель Кермака-Маккендріка 
приймаються три такі вихідні припущення [9].
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1) Хвороба поширюється у закритому серед-
овищі, тобто немає еміграції чи імміграції, наро-
джуваності чи смертності серед населення, тож 
загальна кількість населення залишається ста-
лою, позначеною як 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑡𝑡𝑡𝑡) + 𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑡𝑡𝑡𝑡) + 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≡ 𝐾𝐾𝐾𝐾  для всіх моментів часу t, 
тобто 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑡𝑡𝑡𝑡) + 𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑡𝑡𝑡𝑡) + 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≡ 𝐾𝐾𝐾𝐾 .

2) Кількість осіб, що можуть отримати зара-
ження інфікованою особою за одиницю часу t, 
прямо пропорційна до загальної кількості сприй-
нятливих осіб з коефіцієнтом пропорційності 
(коефіцієнтом передачі) β, тобто загальна кіль-
кість новоінфікованих осіб протягом часу t дорів-
нює 𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑡𝑡𝑡𝑡) .

3) Кількість осіб, що одужали за одиницю 
часу t, становить 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾(𝑡𝑡𝑡𝑡) , де 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾(𝑡𝑡𝑡𝑡)  – коефіцієнт віднов-
лення. Вважаємо, що особи, які одужали, набува-
ють постійного імунітету.

Модель SEIR враховує латентний (прихова-
ний) період захворювання та є подальшим кроком 
у розвитку цих досліджень. Сьогодні ця модель 
широко застосовується для прогнозування епіде-
мічних процесів.

Мета статті полягає у теоретичному обґрун-
туванні принципів застосування математичних 
моделей SIR та SEIR у процесі формування про-
фесійних компетентностей майбутніх магістрів 
фармації.

Методи дослідження. Для досягнення постав-
леної мети дослідження були використані загаль-
нонаукові теоретичні та емпіричні методи, а саме: 
бібліосемантичний метод – для вивчення науково-
методичної, психолого-педагогічної літератури 
та нормативних документів з проблеми дослі-
дження; математичне моделювання (викорис-
тання компартментних моделей), програмування 
та графічна інтерпретація результатів.

Результати дослідження. Як зазначає 
Ю. Куриляк [4], прогнозування динаміки поши-
рення важких інфекційних захворювань у соці-
умі за різних обставин є актуальною науковою і 
практичною суспільною проблемою. Моделю-
вання епідемічного процесу є інструментом, який 
застосовується для вивчення механізмів поши-
рення хвороб на популяційному рівні, прогно-
зування можливого зростання захворюваності, 
оцінювання обґрунтованості та раціональності 
стратегій боротьби з епідемією. Технології мате-
матичного і комп’ютерного моделювання епіде-
мій дають змогу завчасно оцінювати масштаби 
і наслідки епідемій як ланцюга інфікувань, обу-
мовленого передачею інфекційного захворю-
вання від однієї людини до іншої. Це складне 
явище містить не тільки біологічні, але й соці-
альні компоненти. Компартментні моделі дають 

змогу прогнозувати перебіг епідемії, розробляти 
стратегії для її контролю (вакцинація, ізоляція 
інфікованих тощо). Їх використання в освітньому 
процесі дає змогу поглибити знання студентів у 
галузі епідеміології, сформувати навички аналізу 
та прийняття рішень.

Моделі SIR та SEIR є важливими інструмен-
тами для використання в освітньому процесі 
медичних ЗВО, оскільки, з огляду на їхню акту-
альність у зв’язку із загостренням пандемічних 
процесів останніми роками, зростає мотивація 
студентів до їх аналізу та створюється підґрунтя 
для формування навичок математичного моде-
лювання та прогнозування. Розглянемо ключові 
аспекти SIR– та SEIR-моделей та їхня роль у фор-
муванні професійних компетентностей здобува-
чів вищої освіти.

Компартментна модель – це математична 
модель, яка поділяє популяцію на різні групи, або 
компартменти, на основі статусу щодо інфекції. 
SIR-модель розділяє популяцію на такі три ком-
партменти:

− інфіковані особи (ті, що захворіли), чисель-
ністю x(t), кожна з цих осіб заразлива (інкубацій-
ний період захворювання короткий, і ним можна 
знехтувати);

− другий клас чисельністю y(t) складають 
сприйнятливі особи, тобто особи, що є здоро-
вими, але можуть заразитися за контакту з інфіко-
ваними особами;

− третій клас складається з осіб, що або набу-
вають імунітету, або помирають, їхня чисельність 
позначається z(t).

SEIR є розширеною версією SIR-моделі, міс-
тить додатковий компартмент «експоновані» (E) 
і є дещо складнішою. На практичному занятті з 
дисципліни «Комп’ютерне моделювання у фар-
мації» студентам пропонуємо реалізувати класич-
ний приклад використання SIR-моделі епідемії. 
Зробимо вихідні припущення. Нехай популяція 
складається з N здорових людей. В момент часу 
(t=0) у цю групу потрапляє хвора людина (дже-
рело інфекції). Будемо вважати, що жодного вида-
лення інфікованих з групи не відбувається, кожна 
інфікована особа стає заразною одразу після інфі-
кування. Позначимо число хворих у момент часу t 
через x(t), а число здорових – через y(t) (очевидно, 
що x(t)+y(t)=N+1 у будь-який момент часу). За t=0 
виконується умова х(0)=1. Розглянемо інтервал 
часу t+dt, де dt – малий період. Необхідно визна-
чити, скільки нових хворих з’явиться за цей про-
міжок часу. Можна припустити, що їх число буде 
прямо пропорційним до dt, а також до числа кон-
тактів здорових і хворих, тобто добутку xЧ.
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[ ]xNx
dt
dx

−+⋅= 1α                          (1)

Це диференціальне рівняння описує динаміку 
кількості хворих x(t) у групі з N+1 осіб за відсут-
ності видалення хворих.

Виконаємо моделювання з такими параметри:
− початкова кількість інфікованих осіб: 1 000;
− початкова кількість сприйнятливих до 

інфекції осіб: 200 000;
− осіб, несприйнятливих до інфекції (з імуні-

тетом), на початку епідемії: 0;
− коефіцієнт захворюваності: 5101 −⋅=α  ;
− коефіцієнт одужання: 3,0=β .
Припускається також, що загальна чисель-

ність популяції є сталою (тобто не враховуються 
народження, природні смерті й міграція). Є дві 
гіпотези, що лежать в основі моделі.

1) Захворюваність у момент часу t дорівнює 
)()( tytx ⋅ . Ця гіпотеза базується на правдоподіб-

ному припущенні, що кількість осіб, що захво-
ріли, пропорційна кількості зустрічей між хво-
рими й сприйнятливими до інфекції особами, яка, 
в свою чергу, в першому наближенні пропорційна 

)()( tytx ⋅ ). Таким чином, чисельність класу x зрос-
тає, а чисельність класу y зменшується зі швид-
кістю )()( tytx ⋅ . Константу пропорційності α(α>0) 
називають коефіцієнтом захворюваності.

2) Чисельність осіб, що стають несприйнят-
ливими (набувають імунітету чи помирають), 
росте зі швидкістю, що пропорційна чисельності 
хворих, тобто зі швидкістю β∙x(t). Константу про-
порційності β(β> 0) називають коефіцієнтом оду-
жання.

В результаті отримуємо систему рівнянь (мате-
матична модель задачі):
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В рівняння входять похідні тільки за однією 
змінною, тобто вони називаються звичайними 
диференціальними рівняннями [11].

Реалізуємо математичну модель у системі 
Mathcad. Наша задача належить до динамічних 
систем звичайних диференціальних рівнянь. 
Система рівнянь є нелінійною, оскільки в рів-
няннях наявні добутки змінних (𝑆𝑆𝑆𝑆⋅𝐼𝐼𝐼𝐼) . Нелінійні 
системи можуть демонструвати складну дина-
міку, зокрема пікові значення, точки рівноваги. 

Для розв’язання задачі чисельного інтегрування 
системи диференціальних рівнянь у Mathcad 15 
вибираємо функцію Radau. Це дасть нам можли-
вість отримати підвищену точність моделювання 
та розраховувати динаміку епідемій на довгих 
часових інтервалах.

Перед студентами ставимо завдання: скорис-
тавшись методом Рунге-Кутта, за результатами 
моделювання визначити кількість хворих (інфі-
кованих), сприйнятливих (здорових) та несприй-
нятливих (тих, що набули імунітету) осіб протя-
гом 12 місяців розвитку епідемії. Слід побудувати 
графіки, які візуалізують пік захворюваності; 
момент часу, коли кількість хворих буде збіга-
тися з кількістю здорових осіб, сприйнятливих до 
інфекції; момент, коли кількість осіб, сприйнят-
ливих до інфекції, буде збігатися з кількістю осіб, 
несприйнятливих до інфекції.

Приклад символьного коду реалізації моделі в 
Mathcad наведено на рис. 1.

 

Рис. 1. Вирішення задачі чисельного інтегрування 
системи диференціальних рівнянь в Mathcad 15  

за допомогою функції Radau

Mathcad має зручний інтерфейс, що дає змогу 
легко встановлювати початкові умови, викону-
вати обчислення й будувати графіки [5]. На рис. 2 
наведено графік, який ілюструє динаміку епі-
демії за заданими параметрами. Аналізуючи 
отриманий графік, можемо спостерігати, як змі-
нюється кількість осіб у трьох групах протягом 
заданого періоду часу: крива сприйнятливих осіб 
(синій колір) поступово знижується, оскільки все 
більше людей заражаються. Крива інфікованих 
(червоний колір) спочатку зростає, досягаючи 
піку (візуально на 4, 5 місяця), після починає 
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спадати, оскільки все більше людей одужують і 
переходять до групи імунних. Крива імунних осіб 
(зелений колір) починає зростати, коли одужують 
перші інфіковані.

 

Рис. 2. Візуалізація динаміки епідемії SIR-моделі  
за заданими параметрами

Для більш детального чисельного аналізу ми 
можемо скористатися таблицями, які отримали 
методом моделювання в Mathcad 15 за допомо-
гою функції Radau (рис. 3). Інфіковані (s) досяг-
нуть максимального значення орієнтовно на  
126–129 день епідемії, і будуть становити  
114 100 осіб. Кількість хворих (х) буде дорів-
нювати кількості здорових (у) (сприятливих) 
орієнтовно на 97 день епідемії, та становитиме  
88 430 осіб.

 

Рис. 3. Таблиці результату чисельного 
інтегрування системи диференціальних рівнянь  

у Mathcad 15

Mathcad дає змогу виконувати обчислення з 
використанням символьних виразів та числових 
значень, створювати графіки, аналізувати дані, 
вирішувати рівняння, проводити символьний ана-
ліз та програмувати власні функції, що допомагає 
розв’язувати складні математичні задачі [10].

Пропонуємо реалізувати цю математичну 
модель, зберігши ті ж параметри, також у серед-
овищі програмування Python (рис. 4).

 

Рис. 4. Символьний код реалізації SIR-моделі  
в середовищі Python

Графік, побудований у середовищі програму-
вання Python, подано на рис. 5. Проаналізувавши 
отримані результати, можемо відзначити переваги 
середовищ MathСad і Python для моделювання 
SIR. Python дає змогу легко налаштовувати моделі, 
додавати нові параметри або змінювати рівняння, 
тому широко використовується у дослідницьких 
і професійних проєктах. Mathad має інтуїтивний 
графічний інтерфейс і зручний підхід до введення 
математичних рівнянь, що підходить для студен-
тів, які не мають досвіду програмування. Mathcad 
автоматично відображає математичні рівняння та 
результати у зрозумілому вигляді і є оптимальним 
під час ознайомлення з базовими аспектами моде-
лювання.

 

Рис. 5. Графік SIR-моделі в середовищі Python

Для більш глибокого аналізу розглянемо ще 
один практичний приклад – SIR-модель, яка вра-
ховує додатковий фактор вакцинації. Сформу-
люємо вихідні припущення. Якщо відбувається 
вакцинація, то особи, що є сприйнятливими до 
інфекції, набувають штучного імунітету зі швид-
кістю γ∙y(t). Складаємо систему диференційних 
рівнянь (3).
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          (3)

Виконаємо моделювання з такими параме-
трами:

− початкова кількість інфікованих осіб: 1 000;
− початкова кількість сприйнятливих до 

інфекції осіб: 200 000;
− несприйнятливих до інфекції осіб (з імуні-

тетом) на початку епідемії: 0 осіб;
− коефіцієнт захворюваності: 5101 −⋅=α ;
−  коефіцієнт одужання: 3,0=β .
З початку епідемії починається вакцинація, тобто 

особи, сприйнятливі до інфекції, набувають штуч-
ного імунітету з коефіцієнтом швидкості γ= 0,3.

 

Рис. 6. Приклад SIR-моделі – динаміка епідемії  
з урахуванням вакцинації в Mathcad 15

На рис. 7 наведено графік, який ілюструє дина-
міку поширення епідемії, з урахуванням вакцина-
ції. Коефіцієнт утворення штучного імунітету за 
рахунок вакцинації: γ = 0,1.

 

Рис. 7. Візуалізація динаміки епідемії SIR-моделі  
з урахуванням вакцинації: γ = 0,1

Змінюючи значення коефіцієнта швидкості 
вакцинації, дослідимо, як він впливає на термін 
закінчення епідемії (рис. 8, 9).

 

Рис. 8. Візуалізація динаміки епідемії SIR-моделі  
з урахуванням вакцинації: γ = 0,3

 

Рис. 9. Візуалізація динаміки епідемії SIR-моделі  
з урахуванням вакцинації: γ = 0,9

Змінюючи коефіцієнт вакцинації γ (від 0,1 до 0,9), 
можемо спостерігати, як з підвищенням коефі-
цієнта вакцинації крива імунних осіб (зелений 
колір) зростає більш стрімко. Скориставшись 
розрахунками в Mathcad, можемо визначити, що 
якщо γ=0,9, то на 231 день від початку вакцинації 
імунітету набудуть ( 5102 ⋅ )  осіб (рис. 10).
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Рис. 10. Таблиця результату чисельного 
інтегрування системи диференціальних рівнянь 

методом Рунге-Кутта (імунних осіб)

Ми погоджуємося з думкою, висловленою в 
роботі [12], про те, що імітаційні моделі дають 
змогу визначити та спрогнозувати масштаби епі-
демії, тим самим допомагають керувати ресур-
сами для ефективної боротьби з інфекцією, попе-
реджати перенавантаження системи охорони 
здоров’я та розробляти оптимальні стратегії для 
кращого керування ресурсами та персоналом. 
Поява нових патогенів та стрімке поширення 
нових емерджентних захворювань ставить перед 
світовим суспільством серйозні виклики, що 

потребують адекватних методів та засобів контр-
олю епідемічного процесу. У таких умовах зрос-
тає необхідність у засобах моделювання і під-
тримки прийняття рішень, що спираються на 
математичні обрахунки їх наслідків.

Висновки. В роботі розкрито потенціал засто-
сування моделей SIR та SEIR у навчальному 
процесі магістрів фармації, які дають змогу інте-
грувати знання з епідеміології, біостатистики та 
комп’ютерного моделювання.

Можемо констатувати, що комп’ютерне моде-
лювання епідемій дає змогу здобувачам вищої 
освіти краще зрозуміти особливості поширення 
інфекційних захворювань, формує компетент-
ності, які необхідні для ефективного прийняття 
управлінських рішень у сфері охорони здоров’я 
та забезпечення фармацевтичного супроводу під 
час епідемій.

Розроблено систему практичних завдань для 
моделювання динаміки епідемії на основі SIR-
моделі. Показано доцільність використання сис-
теми комп’ютерної алгебри Mathcad 15 і серед-
овища програмування Python для розвитку 
аналітичного мислення студентів, навичок роботи 
з великими обсягами даних, міждисциплінарної 
інтеграції знань з вищої математики, епідеміоло-
гії, біостатистики та фармації.

Подальші дослідження спрямовуємо на роз-
гляд складніших багатокомпартментних матема-
тичних моделей, таких як SEIR, SEIRS, які вра-
ховують народжуваність і смертність, повторне 
інфікування, сезонність та мутації патогенів.
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